matematicastro.es — Pedro Castro Ortega
materiales de matematicas
Unidad 1. Limites de funciones. Continuidad Matematicas Il - 2° Bachillerato

Repaso: limite de una funcién en un punto y en el infinito

Dado un nimero real @, recordemos que la expresién lim f (X) representa el limite de la funcion f (X) en el punto
X—a
a y se lee “limite de f (X) cuando X tiende al punto a”. Para que exista lim f (X) deben de existir los limites
X—a

im f (X): lim f(X): L, entonces

laterales por la izquierda y por la derecha y ser iguales. Es decir, si | |
X—a X—a~

lim f (X) =L (es importante tener en cuenta que L puede ser un nimero real, +o0 0 —o0).
X—a

Recordemos también que la expresién lim f (X) representa el limite de la funcién f (X) en el infinito y se lee
X—>to0
“limite de f (X) cuando X tiende a mas o a menos infinito”. Este limite puede ser un nimero real, +00 0 —0.

Si lim f (X) =100 diremos que la recta X = a es una asintota vertical (AV) de la funcién. Si lim f (X) =k diremos

X—a X—>to0

que la recta Y =K es una asintota horizontal (AH) de la funcién. Diremos también que la recta Yy =MX+N es una

. f(x :
asintota oblicua (AO) de la funcién si existen nimeros reales M y N con lim L =my lim ( f (X)— mx) =n.

X—>do0 X X—>to0

Si lim f (X) =ty f (X) no tiene asintotas oblicuas, diremos que f (X) presenta una rama infinita parabdlica.

X—>to0
Tanto las asintotas horizontales, como las oblicuas y las ramas parabdlicas son ramas infinitas en el infinito.
Todo esto lo veremos mucho mejor en la unidad 3, dedicada a la representacidon grafica de funciones. De momento,
basta con retener los conceptos y las notaciones expresadas anteriormente.
Limite en un punto en el que la funcion es continua

Ya sabemos del curso pasado que una funcién f(X) es continua en un punto a si lim f (X): f(a). También
X—a

sabemos que todas las funciones elementales conocidas (polindmicas, racionales, radicales, exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas, asi como las combinaciones o composicién de estas) son continuas en sus respectivos
dominios de definicion. Por tanto, para calcular el limite en un punto de una funcién elemental dada por su expresion

In(3x-5) In1_0
x+1 3 1

que la funcidn no esté definida en el punto en el que vamos a hallar el limite, pero que tenga sentido hallarlo. Por
2 -3x+1_[0]_ . (x-1)(2x-1)
X=1 B 0 B x—1

analizaremos en las paginas siguientes.

analitica bastara hallar la imagen de la funcidn en ese punto. Por ejemplo, Iing =0. Es posible
X—>

= Iim(2x—1) =1. Estos son casos de indeterminacion y los

ejemplo, lim
x—1 X=1 x—1

Calculo de limites de funciones definidas por trozos
g(x) si x<a

Podemos considerar el caso general de la funcion f(X): h( ) ] ,donde g y h son funciones continuas
X) SI X=za

en el punto a. Para calcular lim f (X) debemos calcular los limites laterales en el punto a (llamado punto critico).
X—a

Es decir, hemos de calcular )!LT f(x)zlxlggg(x)zg(a) y )!LT f(X)lemh(X)zh(a). En la practica, si

X—a

g (a) = h(a) =L, entonces existe el limitede f en @ yesiguala L: lim f (X) =L . En caso contrario no existe el
X—a

limite de f en el punto a (recordemos que L puede ser un nimero real, +00 0 —0).

En las préximas secciones profundizaremos en el cdlculo de limites y en la continuidad de funciones definidas por
trozos.
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Reglas basicas para el calculo de limites

K +00=+0w+k =400

K—oo=—-00+k=-00

Si k eR, entonces {

(+00)+ (+90) = 400, (—00)+(—00) = -0, (+00) —(—o0) = +00, (—o0) —(+0) = —0.
() +(-=)
E;:; igzi => INDETERMINACION o —co (para calcular el limite debe transformarse la funcién).
(=)= (=)
. k- (0) = (40) k=0 _ k- (+0) = (42) -k =0
Si k >0:>{k-(—oo):(—oo)-k:—oo .Si k<0:>{k.(—oo)=(—oo).k=+oo'

0-00 => INDETERMINACION (para calcular el limite debe transformarse la funcién).
(+00)-(+o0) = (—20) - (—o0) =+, (+00) - (—00) = (=0) - (+o0) = 0.

+00)" = +00 +00)" = +00
Si neN, n par, entonces ) .Si neN, n impar, entonces
—OO) +00

A/ +00 =400
Y- no existe

Si neN, n par, entonces { .Si neN, n impar, entonces {

Si keR,entoncesL=0, 9:0 (k #0), i=0.
k o0

+oo
+00 +00
— =4 — ——w
Sik>0=> k .Sik<0=> k
—0 —00
— =—00 — =+
k k

+oo .
- —> INDETERMINACION (para calcular el limite debe transformarse la funcidn).
100

k
Si k #0, entonces 6 =00 (para conocer el signo del infinito se estudian los limites laterales).

0 .
6 —> INDETERMINACION (para calcular el limite debe transformarse la funcién).

+00

SiaeR, a>1, entonces
a”’=0

0 a 0 oo .
.SiaeR, O0<ax<l, entonces . .07 =0;0" =+00.

(+oo)+°o = +00, (+OO)_OO =0.Si b<0, entonces (+00)b =0.Si b>0, entonces (+oo)b =400,

0
(ioo) , 0° , 1™ — INDETERMINACIONES (para calcular el limite debe transformarse la funcion).

Matematicas Il - 2° Bachillerato
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Resolucion de indeterminaciones

La indeterminacion “infinito partido por infinito”
P(x) a,x"+a, X" +...+a,x +aX+a,
Q(Xx)  bX"+b X" 4. +bX +bx+b,

del numerador y del denominador entre la indeterminada X elevada al mayor de los grados, obteniendo las

, se dividen todos los términos

1) Si la funcién es racional, f (X):

siguientes reglas elementales para el célculo de limites:
o Si gradoP(x)>gradoQ(x), es decir, si m>n, entonces lim f(X)ziOO. Para obtener el signo del

X—>to0
. . . 7 . . 7 . amxm am m-n
infinito se hara el estudio de la regla de los signos en los términos de mayor grado: b X" = b—X
X
n n
e Sigrado P(X) < gradoQ(x), es decir, si m<n, entonces lim f (X) =0.
X—>t0
. a
e Si grado P(X) = gradoQ(x) , es decir, si m=n, entonces lim f (X) =_m
X—>+00 bn
Veamos algunos ejemplos:
4x° -2x+1 o , o
v lim ————— =—-0, porque el grado del polinomio de arriba es mayor que el grado del polinomio de
x>0 —BX? +5X —3
. . . . ) 4 .
abajo y, ademas, el cociente de los coeficientes lideres, —, es negativo.
3
A -2x+1 A (o) - -
v lim ————=lim 5= 5= =— =+ |=+00.
x>0 —GX° +5X—3  x>—» —BX —(=) —+ -
. - - . g o A 2x _ oo
Ni que decir tiene que el limite anterior también puede finalizar asi: lim = lim =+,
X—>—o0 _6)( X—>—o0 _3 _3
3x*—2x3-3x-4 _
v lim > =0, porque el grado del numerador es menor que el grado del denominador.
xoto 2X° —4x? —5x+8
. 9x—2x+2x1 9 ) . . .
v lim =—3, porque los grados son iguales: se dividen los coeficientes lideres.

oo 3x—3x°+1 -3
2) Sila funcién contiene un radical se aplica la misma técnica comentada anteriormente: se dividen el numeradory el

denominador entre la indeterminada X elevada al mayor de los grados. Hay que tener en cuenta que el “grado”
de la expresidn que contiene el radical es el grado del radicando entre el indice del radical. Por supuesto, el limite

de la funcidn que contiene el radical, debe de tener sentido. Veamos un ejemplo.

3x2—2x 1 3x2—2x 1 3x* 2x 1
-2x-1 X X ¥
P — lim = lim ——2X = lim XXX __ (¥
X_me X—>+00 m X—>+0 ZX —X+1 X—>+00 7_L+i
N

El mayor grado al que esta elevada la indeterminada X es 2. Observa también que se ha introducido x? dentro
2
del radical elevandolo al indice, en este caso al cuadrado: (Xz) =X".

3.2_1
() = lim X ¢ _3-0-0 3 32
wa 1 1 2010 2 2

2—-—+—
3 x*
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La indeterminaciéon “cero partido por cero”

Esta indeterminacién aparece cuando, en un cociente de funciones, tanto el numerador como el denominador tienden
a cero. Siambos son polinomios, se puede transformar la fraccién algebraica en otra equivalente utilizando la regla de
Ruffini. Si alguno de ellos, numerador o denominador, o ambos, no son polinomios (por ejemplo, cuando aparece un
radical), es muy socorrido recurrir a la racionalizacién, es decir, a multiplicar y dividir por una misma raiz cuadrada o a
“multiplicar y dividir por el conjugado”. Veamos algunos ejemplos.

3_ 2 ,
oM 82X+12 :{INDETERMINACION 9}(*)
x->2 X" —7x" +18x" —20x +8 0

Factorizando el numerador y el denominador usando la regla de Ruffini tenemos:

m(x_z)zﬂ—nmx—”){ﬂ_{—w Si X—> 2"

, - == :
o2 (x-2)° (x-1) *=2(x=2)(x=-1) [0] |40 si x>2°

(*) =

X -x®-8x+12
x* —7x3 +18x* —20x+8
(\/x+2—\/§)(\/x+2+\/§) ) X4+2_9

=lim =lim =

G0 x(xr2ea2)  ox(Vxr2+42)

De lo anterior se deduce que X =2 es una asintota vertical de la funcién f (X)

INDET —
0

Jx+2- 2{ o}

1 1 2

. X . 1
k2 2] “i2rE JEeE 22 4
J2x-1-x :[ 0} (\/2x—1—x)(\/2x—1+x) 2% —1— X2

INDET — |=Ilim =lim = (*)
x—1 Xx—1 0

x>l \/x—l(\/Zx—1+ x) Xl \/x—l(\/Zx—1+ x)
0
El dltimo limite vuelve a presentar la indeterminacion 6 Multiplicando y dividiendo por X —1:

o i (2x—1—x2)\/ﬁ i (2x—1—x2)m o
0= X—>1\/x—1\/x—1(\/2x—1+x) - Xﬁl(x—l)(\/mjtx) -

Vuelve a aparecer la indeterminacion 6, pero observemos que ahora hay un polinomio en el numerador y otro

en el denominador, con lo cual podemos aplicar la técnica vista anteriormente:

(x—l)(—x+1)m ) (—x+l)m_920

(**) =lim =lim -
X1 (x—l)(\/Zx—1+x) ol 2x-1+x 2
x+h) —x® 3 2 2 , 13 _ 3 2 2, 13
. Iim( +h) ={INDET9}:IimX +3x*h+3xh” + 0’ —x* . 3x°h+3xh”+h?
h—0 0 h—0 h h—0
h(3x* +3xh +h?
=lim ( ):Iim(3x2+3xh+h2):3x2.
h—0 h h—0

Obsérvese que, en este Ultimo limite aparecen dos letras. La variable que ahora “se mueve” no es X, sino h. Por
eso hemos resuelto la indeterminacién desarrollando el paréntesis, sacando h factor comun, simplificando y

sustituyendo finalmente h por 0.
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La indeterminacion “infinito menos infinito”

En la mayoria de los casos se resuelve haciendo las operaciones indicadas, es decir, transformando la funcién en otra
equivalente.

. [ x"=x+1 x°-3
v lim - = [(—oo)—(—oo):l, Estamos ante una indeterminacién del tipo co—oc0. Para resolverla
ool 2x—=3 2%

transformamos la funcion. En este caso hacemos la resta.

Iim(xz_Hl x3—3j i 2X2-(X2—x+1)—(2x—3)~(x3—3)

o 2x=3 ¢ | xos (2x—3)-2°
_im (Zx“—2x3+2x2)—(2x4—6x—3x3+9) _im X +2x +6x-9 1
x>0 4x® —6x? o= 4% —6x? 4’

v lim (\/X2 + X —\/X2 - X) = [(+oo) —(+oo):| . Otra vez estamos ante la indeterminacidon oo —oo. Cuando el limite

X—> 400

involucra raices cuadradas recurrimos a la técnica “multiplicar y dividir por el conjugado”, comentada en el

apartado anterior.

(\/XZ +x—\/x2—x)(x/x2 +x+\/x2—x)
lim (\/x2+x—\/x2—x): lim =
X—> +o0 X o0 X% 4 X +4/%% = x

) X2+ X—X%+X 2X
= lim lim = lim

X_>+°O\/X2+X+\/X2— X_)+°O\/X +X+\/X X—> +00 / /1_£ 1+1

Obsérvese que el ultimo limite se ha hecho usando la técnica comentada en el primer apartado.

v lim (X\/ x> +1— X2) = [(+oo) —(+oo) =00 —OO] . Volvamos a multiplicar y a dividir por el conjugado:
X2 (x2 +1)—x4 2

X—>—00
\/_ (xx/x2+1—x2)(x\/x2+1+x2) x
lim (X X2+1—X2):|im =lim —F——=lim —=
X0 X0 XA/ X2 +1+ X2 o X214+ X2 XX 1+ X2

Es conveniente introducir la X dentro del radical antes de dividir todos los términos entre X°.

. X2 . 1 1 1
O e AT i 2
X—>—00 X—>—0 —+
X+ X% +X 14241
X

Este limite también se podria haber hecho asi:

lim (x\/x2+1—x2)= lim x(\/x2 +1—x)= lim
X——0 X—>—0 X—>—0 \/XZ +1+X X—>—0 /XZ +1+X

1 1 1
_I|m\/_ = lim T :1 1:5.
X—>—00 X—>—o0 +
X“+1+X 1+ +1
X

1
Por cierto, de lo anterior deducimos que Yy = E es una asintota horizontal de f (X) =XVXP+1-x%.

2 X 2 1 - 2(1+x)-x . x+2 [3] [+ si x>1
v limp —-— =|——==w-oc0|=lim — =1lim === .
o1\ 14X 1-%° 0 L 1-X x>11—X 0 —o0 Si X —>1°
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La indeterminacion “cero por infinito”

Al igual que en el caso anterior, se resuelve transformando la funcidn en otra funcién equivalente. Esto se consigue
haciendo las operaciones indicadas. Normalmente llegaremos a otra funcién que, al calcular el limite, presente alguna
de las indeterminaciones anteriores. Veamos algunos ejemplos de este ultimo caso.

2
v lim ~ [INDET 0-20] = lim =X _ jj X =2X =[INDET %}:

X -2
(XZ—ZX)(\/m+3) (XZ—ZX)(\/m+3) x(x—2)(ﬁ+3)_

=lim =lim =lim =

Hz(m_g)(er:g) 2 X+7-9 X2 X—2
=me(m+3)=2-(\/§+3)=2~6=12.

v lim x[ /4—1—2J:[INDETO-oo]:Iim[ x2[4—1J—2xJ=|im( 4x* —x ~2x) =[INDET 0 —0] -
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00

2 2
_ («/4x —x—2x)(\/4x —x+2x) AR —x—4Ax® . —X -1 -1 1
_im — lim 22" _ |im s

X VAX? =X +2x o Jax? _x12x e —x+2x VA+2 242 4

Llegados a este punto es conveniente hacer una observacion: podriamos haber hallado este ultimo limite

dividiendo todos los términos entre X (asi se ha hecho en casos anteriores).

La indeterminacion “uno elevado a infinito”

X
Partiremos del siguiente resultado: lim (1+—j =€, donde € es un nuimero irracional aproximadamente igual a
X—>to0 X

f(x)
1
2,71828. Hay un resultado mas general adn: si f (X) —>i002>(1+—j —> €. Si en esta Ultima expresion

f(x)

hacemos h(X) = entonces, como f (X) — t00, tenemos que h(X) — 0, con lo que obtenemos el siguiente

1
f(x)
1
resultado equivalente: h(X) —->0= (1+ h(X))ﬁ — €, que lo vamos a llamar resultado 1.

i suponiendo que f (X)—)l y que

Supongamos ahora que deseamos estudiar el caracter de la funcién f (X)
g(x)—>ioo, es decir, deseamos resolver en general la indeterminaciéon 1”. La idea es obtener otra expresién

equivalentea f (X)g(x) de tal manera que la indeterminacion del tipo 1° se convierta en otra del tipo 0-00. Para ello

1 7900{(F(x)-1)
} . Como f(X)—)l,

vamos a hacer un “truco”: f (X)g(x) = (1+( f (X)—l))g(X) = [(1+(f (X)—l))f(x)—l

1
entonces ( f (X) —1) — 0, y por el resultado 1 tenemos que (l+( f (X)—l))m — €. De este modo, estamos en

condiciones de afirmar que las tres siguientes implicaciones son ciertas:

g(x)-(f(x)-1) > L= f(x)™ e, g(x)-(f(x)-1) > 0= f(x)" e~ =40,

g (X)( f (X) —1) - -—o=f (X)g(x) — e =0. Veamos algunos casos practicos de esta indeterminacion.
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_(2x+1)° 2% +1

v lim =| INDET 1" |. Llamemos f (X)= X)= X—3. Entonces:
X%-f—oo( 2X ] I: :' ( ) 2X y g( )

o3 oo
= lim [(X—3)(iﬂ= lim X—3=% . Por tanto, lim (2“1)” et -k,

X—>-+00 2X x40 DX X—>+0 2X
v XILr&(l—;j;j :[INDET 1%]. Llamemos f (X) =1- 3X—+X32 y g(x) = —X. Entonces:

fm (5091 00-1)= im | (1255 ][ - | (352 |- im £ 221

Por tanto, lim (l— X+3j =g :l.
3 e

X—>+00 — X2

1

v Iirr(}(cosx)m =[INDET 17]. Llamemos f (x)=cosx y g(x):i. Entonces:
x> sen x

Iim(g(x)(f(x)—l)):Iim(se%-(cosx—l)jzIimcosx_lz{lNDET g} El Gnico recurso conocido

X—0 X—0 x->0  §en X

para resolver esta Ultima indeterminacién es multiplicar y dividir por el conjugado de cOSX—1.

. cosx—1 . (cosx—1)(cosx+1) . cos” x—1 : —sen’x . —senx
lim =lim =lim =lim =lim =
x>0 senx x>0 senx(cosx+1) -0sen x(cosx+1) x>0senx(cosx+1) x-0cosx+1

1
Por tanto, lim(cosx)senx =e° =1.
x—0

x2—1

—5\02? _ 2_
v Ixi_r)rz](4:+15j( g =|:|NDET 1+°°:|.Llamemos f(X)=4;(+15 y g(X)=(:((_2 > . Entonces:
2 2 _ _
"m(g(x)(f(x)_l)):“m X —12(4x—5_1] lim| X —12_3x—6 =Iim(x+1)(x 21)3(x 2) _
xX—>2 x—2 (X—Z) X+1 x—2 (X—Z) X+1 xX—>2 (X—2) (X+1)
_ 3(x-1) |0 si x—>2° : (4x—5 (:_;; e”=0 si x—>2
=lim———== . Por tanto lim = .
x>2 X—2 +00 Si X — 2" x>2 X+1 e =+ Si X—>2°

La resolucién de la indeterminaciéon 17 sirve en ocasiones para resolver otro tipo de indeterminaciones.

v "mM '”(3X—2): 1
x>l x=1 x—-1 x—-1

= {INDET g} Pero resulta que

-In(3x—2) In (3X 2) . Por tanto,

. In(3x-2) . 1 i ES
Ilmg:hm(ln(3x—2)x—lJ=In(llm(Sx—Z)x—lj. En el dltimo paso hemos intercambiado el

x—1 X-=1 x—1 x—1

logaritmo con el limite porque el logaritmo es una funcidén continua. Llamemos ahora f(X):3X—2 y

g(X):Ll Entonces: |Im[g( ).(f(X)—l)]zlim{il(Sx—Z—l)}:|im3x_3:3.Deaquiseobtiene

X — x>l X — x-1 X—=1
In(3x—-2 1
que I|m(3x 2)x1 = =¢e>. Finalmente, Ilmgzln(llm(sx 2)x 1) Ine* =3Ine=3-1=3.

x—1 X—=1
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Comparacion de infinitos

A veces es muy util para el calculo de limites, tanto en un punto como en el infinito, comparar el caracter de distintas
funciones elementales conocidas con el objetivo de que el cdlculo de limite sea mads facil de hacer. Normalmente, si

lim f (X):ioo y lim g(x) =+, se dice que f (X) es un infinito de orden superior a ( (X) si lim M =400

X—>+00 X—>+00 X—>+00 g (X

. s 9(X
o, lo que es lo mismo, si lim L

=0. El siguiente resultado es de gran utilidad:
x>+ (X)

5 I . . In X e
Sean aeR" y f, g, h:R" > R las siguientes funciones: f(X)z ol g(x)=—, h(X)=—.

Entonces se tiene que Xlirﬂo f(x)= Xllrpoo 9(x)= XlirﬂO h(x)=0

Obsérvese que en el resultado anterior se ha tomado R" como el conjunto donde el exponente @ de la funcién
. . . , ~ 2
potencial X* toma valores (esto quiere decir que X* puede ser una raiz, o algo tan aparentemente extrafio como XJ—
o X"). También se ha tomado R como el conjunto de definicién de cada una de las funciones anteriores,
. . X . o . PR Ve .
precisamente para que las funciones In X y X tengan sentido (recuerda que el dominio de definicién del logaritmo

es R y que si una funcién tiene la variable en el exponente, trabajaremos con funciones cuya base sea mayor que
cero). Obsérvese también que cada uno de los limites anteriores es, en principio, una indeterminacién del tipo “infinito
partido por infinito”.

Pues bien, la proposicién anterior viene a decir que la funcién X* es un infinito de orden superior que la funcion

exponencial €* (podriamos haber tomado cualquier otra funcién exponencial k* con k >1), que la funcién
exponencial €* es un infinito de orden superior que la funcién potencial X?, y que la funcién potencial X* es un
infinito de orden superior que la funcién logaritmica In X. Dicho de otra manera, si X — 400, la funcién que “mas
rapido crece” es la funcién X*, seguida de la funcién exponencial €* (o k* con k >1), luego de la funcién potencial

X? y seguida por ultimo de la funcién logaritmica In X. Son dtiles las siguientes reglas:

e Dadas dos potencias de X (y aqui entran expresiones del tipo x™ = {x" ), la de mayor exponente es un infinito

5[4

de orden superior. Por ejemplo, lim =0.
x40 3y

e Dadas dos funciones exponenciales de bases mayores que 1, la de mayor base es un infinito de orden superior.

X

Por ejemplo, lim =400,

x—+0 5. 2X
e Cualquier funcién exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior que cualquier funcién

L2y

25 =+00.

potencial. Por ejemplo, lim
x—>+0 Qy

e Tanto las funciones exponenciales de base mayor que 1, como las funciones potenciales son infinitos de orden
superior que cualquier funcion logaritmica.
e Dos polinomios del mismo grado o dos potencias de la misma base son infinitos del mismo orden. Para calcular el

s 2(27) 248

limite deberemos transformar la funcién: lim —— = lim F

X—>+0 4"‘1 X—>+00 4__l 4% e 4_l 4%
e Sien una suma o resta hay varios infinitos, el orden de la suma o resta es el del sumando de mayor orden. Por

=32.

ejemplo, lim (ZX —X2) =1lim2*=4w0.

X—>+90 X—>+00
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Infinitésimos equivalentes

. f(x
Dos funciones f (X) y g (X) se denominan equivalentes en X=a, si |ImL =1. Si ademas se cumple que

=2g(x)

lim f (X): Iimg(x)=0, se dice que f(X) y g(X) son infinitésimos equivalentes. En estos casos se escribe

X—a X—a

f (X) ~g (X) cuando X tiende a a. El siguiente listado de infinitésimos equivalentes puede ser utilizado en el calculo

de limites.
ﬁmwzlzsenx~x : Iimtg—X:1:>tgx~x ; Iimmzlzarcsenx~x ; \
x—0 X x—0 X x—0 X
. arctg x . 1-cosx X2 (1+x) -1
lim g =l=arctgx~x; lim———=1=1-cosx ~ — ; I|mQ=1:(1+x)k—1~kx;
X—0 X x=>0 Xx°/[2 2 X—0 kx
. e’ -1 . b*-1
im& L1 e —1-x; Mt —1=b*—1~xInb ;
x=0 X x=0 X |n
In(1+ x) log,, (1+X)

leiggT:l:In(Hx%x; IXiLrgT=1:>Iogb(1+x)~xlogbe /

En general, en el listado anterior, se puede sustituir X por una funcién h(X) , siempre que h(X) —0.

Veamos algunos ejemplos.

2
. tg(X _1) . 2 . . 2 2
4 IIrrll .Si X =1, X“—1—0. Entonces, si X —>1, se tiene que tg(x —1)~X —1. Por tanto:
X—. X_
Ctg(xX*-1) o x2o1 (x+1)(x-1) .
lim———Z =lim =lim =lim(x+1)=2.
x—1 X—=1 x->1 x—1 x—1 X—=1 x—1
x1
4 |irq 1 . Aligual que el ejemplo anterior, cuando X —>1, X—1—0, es decir, si X —1 tenemos en este caso
X! X_

que 2t -1~ (x—l)ln 2. Por tanto:
21 . (x=1)In2

lim =lim In2.
x>l x=1 x—1 X —
. In(4x-1)
v' lim ————= En este caso, cuando X >1/2, x—-1/2 —0 y también 4x—2 —0. Por tanto, si X —>1/2

x->U2  2x =1

tenemos que In (4X—1) =In (l+ 4X—2) ~4X—2. Entonces:
In(4x-1 . 4x=2 . 2(2x-1
—( )=|Im—=|lm—( ):2
x-12  2x -1 x-U2 2x—1 x-12 2x -1
. In x . . .
v |Im2—. Por un proceso anteriormente repetido, como X —1, entonces X—1—0, es decir, si X —>1
x>l X° +2X—3
tenemos que In x = In(1+ X—l) ~ X—1. Por tanto:

. In x . x-1 . x-1 . 1 1
|Im2—=|lm 5 =lim =lim =,
oL x2+2x—3 ol x*4+2x—-3 oL(x-1)(x+3) *tx+3 4
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Las indeterminaciones “infinito elevado a cero” y “cero elevado a cero”
Para resolver este tipo de indeterminaciones tendremos que hacer uso de las propiedades de los logaritmos. En

general tendremos una funcién del tipo f (X)g(x), donde f (X) tiende a infinitooa ceroy g (X) tiende a cero.

Vamos a llamar y = f (X)g(x) y vamos a tomar logaritmos neperianos en ambos miembros de la igualdad:
y=f (x)g(x) <lny=Inf (x)g(x) <lIny=g(x)In f(x)

Entonces, por definicidn de logaritmo tenemos que Yy = eg(x)ln fe .Perocomo y = f (X)g(x) , hos queda:
f (X)Q(X) _ eg(x)lnf(x)

. . . . N 0 0 . .
La féormula anterior permite transformar las indeterminaciones oo y 0° en otras ya explicadas anteriormente.
Veamos algunos ejemplos practicos.

1
.= 1
v lim x* :[INDET +oo°]. Si tomamos f (X) =Xy g(X)=—, por la férmula vista anteriormente tenemos
X

X—>+00

1 1
= Znx . 1 . Inx
que X*=e* ,Ycomo lim (—In Xj = lim —— =0 (la funcién potencial es un infinito de orden superior que

x—>+o| X X—>+0 Y
; , . 1 R 1In>( 0
la funcién logaritmica), tenemos finalmente que lim x* = lime*x =¢" =1.
X—>+0 X—>+00
v limx* = [INDET 00] . En este caso, si tomamos f (X) =Xvy(g (X) = X, tenemos que X' = X" sin embargo,
x—0"

el limite lim (xln X) (que se trata de una indeterminacion del tipo 0-o0), no es facil de resolver (lo podremos
x—0*

calcular usando un potente resultado, denominado “regla de L’Hopital”, que veremos en la proxima seccién). Lo

s . e . L. .z X
que vamos a hacer para calcular el limite inicial es escribir la funcién X* de otra forma: X* = — . Ahora vamos

X

a hacer un cambio de variable (que también es una buena opcién en el célculo de limites). Llamaremos y =—.
X

1 1 1
Entonces X' = =-— . Ademds, cuando X—>0" claramente Yy =— — +00. Entonces, por el limite
X

A
S

1
) _ L e 1 .1 1
calculado en el ejemplo anterior, tenemos que lim y* =1. Por tanto: lim x* = lim ——= lim —=>=1.
y—>+0 x—0" x—0" 1 X—>+0 ; 1
- y
X

e . s . . . . 0 0
Hemos de insistir en que muchos de los limites en los que aparecen las indeterminaciones del tipo oo y 0° se

resuelven usando la férmula IirTg f (X)g(x) = Iing e ) " Esto transforma la indeterminacion correspondiente en
X—> X—>

otra del tipo 0-00, que aparece al calcular el limite Iing(g (X) In f (X)) . Para calcular este ultimo limite haremos uso,
X—>

con cierto ingenio, de la regla de L'Hopital, la cual se enuncia en la siguiente seccion. De hecho, la regla de L’Hépital
permitird calcular también ciertos limites sin necesidad de recurrir a la comparacion de infinitos o a los infinitésimos

equivalentes.
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La regla de L'Hopital

Para hacer uso de la regla de L’Hopital en el célculo de limites hemos de saber derivar funciones a un cierto nivel. Por
eso es necesario repasar las tablas de derivadas de las funciones elementales y las reglas de derivacidon que se vieron
en el primer curso de bachillerato. Dicho esto, enunciemos la regla de L'Ho6pital.

: . . fY(x
K Supongamos que lim f (X):O y lim g(x)=0 y supongamos también que lim ( ) existe. Entor@
X—a X—a

x>a g (X)

lim f (X) también existe y Iimm: lim f '(X) Esto resuelve la indeterminacion 9
= g (x) oag(x) x2g'(x) 0
(

: : _f(x) . X)

e Igualmente,si lim f (x)=zo0 y limg(Xx) =% y lim ( existe, entonces lim

X—a ( ) X—a ( ) X—a g (X) X—a g (X)
)

S tim ) i ()

wag(x) oag'(x)

wy importante: en ambos casos d puede ser un nimero real, +00 0 —0. /

Veamos algunos ejemplos de calculo de limites usando la regla de L’'Hopital. A veces hay que aplicarla mds de una vez

también existe

0
. Esto resuelve la indeterminaciéon —
©

para llegar a calcular el limite que se pide.

v IimL:{INDET 0—>LHop|taI}—I|mL—I|mcos x=1.
x—0 th 0 1 x—0
cos® X
, ZX— - . 2cosx(-senx) .. —
v IlmLz)(lz INDET 2 = L'Hopital | = lim ( )=|.mM:
x—0 X 0 x—0 2X x—0 X
2y 2 _
=| INDET 9—>L'H6pital _imSenx—cos'x -1_
0 x—0 1 1
1 1 1

) = nx
v lim xX :[INDET +ooo]. Este limite ya lo habiamos hecho en la pagina anterior. Se tiene: X* =e* . Pero

X—>+00

1
1 In x +00 . oy o1

ahora lim =Inx= lim —==| INDET — — L'Hépital |= lim X = lim ==0. Y llegamos a la misma

X400 X X+ X +00 X—+0 | X400 X

l

., 7Inx 0

conclusion que antes: lim x* = lime* =e¢e =1.
X—>+o0 X—>+00

v lim x* =|:INDET 00]. En la pagina anterior se hizo usando un cambio de variable. Pero ahora lo haremos

x—0*"

aplicando la regla de L’Hépital. Puesto que X* =e*™ , entonces:

1
lim xInx =[INDET 0-c0] = lim In—X—[INDET - LHopltal}_ lim —%— = lim (-x)=0.
x—0" x—0* 1 x—0* i x—0"
X X2

Por tanto, finalmente lim x* = lim e""™* =g% =1,

. 1 X 1 1

v lim xe™* [INDET 0- oo]— lim x— = I|m — =|INDET — —>LHop|taI = lim —=—=0.

X—>+00 X—>+00 e —+00 e X—>+00 e +00

11
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v Iimxcosxs—senx= INDET 9—>L'H6pital _lim cosx—xserzlx—cosx=Iim —xseznx=
x—0 X 0 x—0 3x x—0 3x
:[INDET 5 L'Hépital} _ [jm SENXZXCOSX :[INDET 9, L'H6pital} -
0 x>0 6Xx 0
_ i ZCOS X —COSX+Xsenx _ -1-1+0_ 2 1
x>0 6 6 6 3
2x _ o4x 2X | ga~4 2(e* +2e)(1+2x
v aimE =% _|iNnDET 2 LHopital | = 1im 22—t 2 _jim ( J@+2x) _
x—0 |n(]__|_ 2)() 0 x—0 2 x—0 2
1+2x
N H 2X —4X _ _
=lim (e +2¢™")(1+2x) = (1+2)(1+0) = 3.
_ _ —2sen 2x(cos x* + x
v lim %21l inpet O Uepital | = lim 23N 2K _; ( i )_ o _
=0 In(cosx2+x) 0 x>0 —2XSen X +1  x-0 -2Xsenx” +1 0+1
coS X2 + X

2

. 2 Inx X X)In f(x
v lim (—] :[INDET OO]. Haciendo uso de laigualdad f (X)g( ) = g f( ), tenemos que
x40\ X 41

2 \inx 2 n(i) 2(In2-In(x+1)
( ] =e™ =g M Calculemos ahora el limite cuando X — +0 del exponente.

x+1
2(0 1 ] 2
2(In2-In(x+1 B - _
lim ( (x+1) _ INDET 2 - L'Hopital |= lim X+1) _ Jim —X+1 _ jim Z2X _ 5|
X—>+o0 In x 0 X—>+00 l X—>+0 1 x—+0 X 41
X
2

. 2 \inx . 2(In2-In(x+1)) 1
Por tanto, finalmente, lim (—j =lime I =e‘2:—2.

x40\ X 41 X—>+00 e

0 o
En general podemos transformar cualquier indeterminacion en otra de la forma 6 0 — y asi poder hacerla resoluble
o0

usando la regla de L’Hopital.

1 1
a) oo—oo se puede transformar en % usando la igualdad f (x)—g(x)= 9(x) 1 f(x)
F(x)g(x)
. 0 . . f(x) o0 .
b) 0-c0 se puede transformar bien en 6 a partir de la igualdad f (X) g (X) = 0 bien en — a partir de la
o0

9(x)

1

f(x)
c) ooo, 00, 1” se pueden transformar en indeterminaciones del tipo 00, tomando logaritmos neperianos, es decir,

haciendo uso de la igualdad f (x)g(x) _ dlm ()

igualdad f (x)g(x)=

12
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Continuidad de una funcidon en un punto

Una funcién f es continua en un punto X =a si se cumple la siguiente igualdad: lim f (X) =f (a)
X—a

Es muy importante darse cuenta de que la igualdad anterior encierra tres claves para que sea cierta.

ﬁave 1) Debe existir la imagen de f en a, es decir, aeDom f , con lo que f (a) es un numero real. Por
tanto, si @& Dom f , la funcién f no escontinuaen X=a.

Clave 2) Existe el limite de la funcion cuando X tiende o se acerca al punto a vy es finito, es decir, este limite
es un numero real que podemos llamar L . Recordemos que para que exista tal limite deben existir los

limites laterales y ser iguales. Si el limite no existe o es 00, entonces f no es continuaen X=a.

Clave 3) Los numeros cuya existencia se afirma en los dos apartados anteriores son iguales:

\_ imf()=L="(a) -

Todas las funciones elementales (polindmicas, racionales, radicales, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas)

son continuas en sus respectivos dominios de definicién. Veamos ejemplos de no continuidad en algunos puntos.
x* -1
X—2

a) Lafuncién f (X) = es una funcién racional cuyo dominio de definicién es Dom f = R—{Z} . Por tanto,

f es continua en todo su dominio. éQué ocurre en X =2 ? Segun la clave nimero 1), como no existe f (2) , f

: 1 - x*=1 |- sio x—>2 o
no es continua en X=2. Ademas, lim f (X) =lim = _ . Por tanto, como no es finito el
X2 x>2 X=2 |40 Si x—>2°

limite cuando X — 2, tampoco se cumple la clave numero 2). En este caso la funcién presenta una rama infinita

cuando X —> 2 y larecta vertical X =2 es una asintota vertical.
2

b) La funcién f (X) =—2 también es una funcidn racional cuyo dominio de definicién es, al igual que en el
X_

ejemplo anterior, Dom f = R—{Z}. Por tanto, al no cumplirse la clave nimero 1), tampoco es continua en

X =2.Sin embargo, si que existe y es finito el limite de la funcién cuando X tiendea 2:

lim f (x) = Iimﬁz{lNDET g}z i 20 =) i 2042)(x=2) lim(2(x+2))=8

x—2 Xx—>2 X—2 X—2 X—2 x—2 X—2 X—2
Aunque f no es continua en X =2, en este caso la funcién no presenta ramas infinitas cuando X — 2, ya que

el limite existe y es finito. Lo que le ocurre a la graficade f es que en X =2 presenta un “huequecito”.

y x*-1 si x<2 .
c) Llafuncién f (X) = ) ) esta definida en todo R y es claramente continua en todo punto a la
—X“+X Si x>2

izquierda y a la derecha de X=2. Ademas, f(2):—2. Sin embargo, lim f(X): lim (X2 —1)23 y

X—2" X—2"

lim f (X) = lim (—X2 + X) =—2 . Como los limites laterales no son iguales, no existe el limite cuando X — 2 de
x—2" x—2"

la funcién f v, portanto, f noescontinuaen X=2.

X*=1 si x<2 lim  (x) = lim (x* -1) =3
d) En la funcién f(X): 1 si X=2 ocurre que {*7? X2 :>Iin;f(x):3. Sin
2x-1 si x>2 !L@f(x)leﬂ(zx_l)zg'

embargo, f (2) =1.Entonces lim f (X) = f (a) y, por tanto, f no escontinuaen x=2.

X—a
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Tipos de discontinuidades

Hemos visto en la seccién anterior distintos motivos por los que una funcién f no es continua en un punto X =a. En

el ejemplo a) no se cumplia ni la clave 1) ni la clave 2). En el ejemplo b) no se cumplia la clave 1), aunque si la clave
numero 2). En el ejemplo 3) si que se cumple la clave nimero 1), pero no la clave 2). Y en el ejemplo d) se cumplen
tanto la clave 1) como la clave 2), pero no se cumple la clave nimero 3).

Estas alternativas daran lugar a distintos tipos de discontinuidades, segin no se cumpla una clave u otra. La
clasificacidon de discontinuidades puede ser larga y exhaustiva, pero a un nivel de Bachillerato vamos a hacerlo

relativamente sencillo. En primer lugar, vamos a suponer de entrada que, dado un punto X =a, existe f (a) . Es decir,

que aeDomf .Si a no pertenece al dominio de la funcién simplemente diremos que f no es continuaen X=a

(es lo que ocurria en los ejemplos a) y b) de la pagina anterior). Piénsese que no tendria mucho sentido de hablar de
la continuidad de una funcién en un punto donde no esta definida. Dicho esto, y a partir de aqui, vamos a distinguir
entre discontinuidades evitables y no evitables. Y dentro de las segundas, haremos también un par de distinciones.

Discontinuidades evitables

Esta discontinuidad se presenta cuando existe lim f (X) y es finito (lo que presupone que han de existir los limites
X—a

laterales y ser iguales), pero su valor es distinto de f (a). Es el caso del ejemplo d) anterior.

Obsérvese que en este tipo de discontinuidades se cumplen las claves 1) y 2), pero no la nimero 3). Por cierto, si no

existiera f (a) pero si el limite cuando X — a la discontinuidad se seguiria lamando evitable. Es el caso del ejemplo
b).

La discontinuidad evitable se caracteriza porque la gréfica de la funcién presenta un “hueco” en el punto X=a.

Discontinuidades no evitables
Distinguiremos, basicamente, dos tipos de discontinuidades no evitables, la de salto finito y la de salto infinito.

Discontinuidad de salto finito
Esta discontinuidad se presenta cuando los dos limites laterales en el punto @ existen y son finitos, pero no coinciden.
Por tanto, no existira el limite cuando X — @ y la funcidn no serd continua en X =a. Es el caso del ejemplo c).

si lim f(x)=L #L,=lim f(x), se denomina longitud del salto a la cantidad |L, —L,|.

x—>a~ x—a*

Discontinuidad de salto infinito
Esta discontinuidad se presenta cuando al menos uno de los dos limites laterales es infinito. En estos casos la funcién
presenta en X =4a una asintota vertical y la discontinuidad también suele llamarse asintética. Las discontinuidades de
salto infinito entran dentro de un grupo de discontinuidades también llamadas esenciales. Es el caso del ejemplo a).
De todas formas, veamos otro ejemplo de esta discontinuidad en una funcién definida por trozos.

2§ ox<2
Sea por ejemplo la funcién f (X) =<x-2
X+2 si x>2

X

lim f (x)=lim——=—o
Estudiemos los limites laterales en X =2:  *>2 x>2" X—2 )
lim f(x)=Ilim(x+2)=4

x—2* x—2*

Como uno de los limites laterales es infinito, f presenta una discontinuidad de salto infinito en X =2. Ademas, la

recta X =2 es una asintota vertical ( f tiene una rama infinitaen X =2).

14


https://matematicastro.es/

matematicastro.es — Pedro Castro Ortega
materiales de matematicas
Unidad 1. Limites de funciones. Continuidad Matematicas Il - 2° Bachillerato

Continuidad de una funcién en un intervalo

Una funcidn es continua en un intervalo de nimeros reales si es continua en todos y cada uno de los puntos de dicho

intervalo. Ya se ha comentado que todas las funciones elementales usadas habitualmente son continuas en sus

respectivos dominios de definicién y, por tanto, en los intervalos o unién de intervalos en los que esté definida. La

combinaciéon o composicion de funciones elementales también da lugar a funciones continuas. Veamos algunos

ejemplos:

v  f (X):X;(—JF;X. Tenemos que Dom f :R—{O, 2}. Por tanto, f es continua en todo R excepto en los
puntos X=0 y X =2 (en estos puntos habria que estudiar los limites laterales para ver el tipo de discontinuidad).

De hecho, f tiene dos asintotas verticales: las rectas X =0 (el eje Y )y X=2. También podemos decir que f
es continua en (—OO, O)U(O, Z)U(Z, +oo).

v o f (X) =1In (2X — 3) .Sabemos que el logaritmo solamente esta definido para valores mayores que cero. Por tanto,

3
esta funcién solamente tendra sentido cuando 2X—3>0, o lo que es lo mismo, cuando X > E . De este modo se

3 ,
tiene que Dom f = (E, +00 [,y en este intervalo la funcidon es continua.

—X*+x si x<-1 o ) o
v f (X) = ] . Esta funcién tiene dos trozos: una rama de pardbola a la izquierda de —1 y un
2x+3 si x>-1

trozo de recta a la derecha de —1. En las funciones definidas por trozos, los puntos donde una funcién “pasa de
ser una cosa a ser otra”, reciben el nombre de puntos criticos. En estos puntos hay que estudiar la continuidad
estudiando previamente los limites laterales. En nuestro caso el Gnico punto critico es X=-1. Por tanto, ya

podemos afirmar que f es continua en (—oo, —1)u(—1, +oo). Si ademas fuese continua en X=-1, entonces

f seria continua entodo R.

2x?
X+3
v f (X) =<X+2 si 0<x<2.Salvo en los puntos criticos, que son los puntos X=0 y X =2, esta funcién

/L Si Xx>2
X—3

seria continua en cada uno de los “trozos donde esté definida”. Vayamos pues por partes:
2%
X+3

si x<0

» La funcion y= es continua salvo en X=-3, punto en el que no estd definida. Entonces, como

2

f(X): )(213 cuando X< 0, f serd continuaen (—oo, —3)u(—3, 0).

» Lafuncién y = X+ 2 es continua en todo R vy, en particular, lo sera también en el intervalo (0, 2) .

> 0. Esto ocurre

/ 1
» Por ultimo, la funcién y = 3’ sera continua en todos aquellos puntos en los que
X_

solamente cuando X >3, luego su dominio de definicién es (3, + OO)y en este intervalo f es continua.
Resumiendo, f es continuaen (—OO, —3)U(—3, O)U(O, 2)U(3, +OO). Para saber si es continuaen X=0y

en X =2 habremos de estudiar los limites laterales en estos puntos (es facil ver que no es continua en ninguno).
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El teorema de Bolzano

Es natural pensar que si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], y la imagen en los extremos de

este intervalo es de distinto signo, entonces la grafica de f cortara al eje X . Esta idea la vamos a formalizar en un

teorema.

Teorema de Bolzano

Si f (X) es continua en un intervalo cerrado [a, b] y
el signo de f(a) es distinto del signo de f(b),

entonces existe C € (a, b) tal que f (C) =0.

En la figura de la derecha podemos visualizar el teorema.

Obsérvese que f(a) y f(b) tienen distinto signo.

Como f escontinua, al trazar su gréfica, ésta tiene que

cortar necesariamente al eje X . Los puntitos marcados
en dicho eje son los puntos C cuya existencia afirma el teorema (por cierto, el punto C no tiene porqué ser unico,
pudiendo haber varios puntos donde la gréfica corte el eje X ).

Veamos un ejemplo practico del uso del teorema de Bolzano.

Consideremos la funcién f (X) =—Xe* +1. El dominio de esta funcidn es todo R . Por tanto, es continua en todo R

y, en particular, lo serd en cualquier intervalo cerrado. Si la imagen de un par de valores reales tiene distinto signo,

entonces en ese intervalo habrda un cero. Probemos con dos valores reales sencillos: 0y 1. f (0) =—0-e%+1=1> 0,
f (1) =—1-e'+1=—e+1=-172<0. Segin la tesis del teorema de Bolzano, existe C € (0, 1) tal que f (C) =0,

. C
es decir, tal que —ce” +1=0.
La utilidad del teorema de Bolzano radica en que permite aproximar soluciones de ecuaciones que no son faciles de

resolver. Si nos piden resolver la ecuacién —xe*+1=0, tendremos muchas dificultades con los instrumentos
matematicos que hasta ahora tenemos a nuestra disposicion. Sin embargo, hemos sido capaces, usando el teorema
de Bolzano, de demostrar que tal ecuacién tiene al menos una solucién y que ésta se encuentra entre 0y 1. Y no es
poco. ¢Podriamos acotar mas la solucién? La respuesta es afirmativa. Puesto que nuestra solucién estd entre Oy 1,

debe de estar o bien entre 0y 0,5, o bien entre 0,5y 1. Hallemos la imagen de 0,5: f (0,5) =0,5e°+1=0,176 >0
Haciendo uso otra vez del teorema de Bolzano, podemos afirmar que la solucién de nuestra ecuacién se encuentra en

el intervalo (1/2, 1). Vamos a tomar un valor entre 0,5y 1, y volvamos a hallar la imagen de ese valor. Por ejemplo
f (O, 6) =-0,6-e%° +1=-0,09 < 0. Otra vez el teorema de Bolzano permite afirmar que una solucién de la ecuacién

—Xe* +1=0 se encuentra en el intervalo (0,5 , 0, 6) . Asi podriamos continuar hasta acotar la soluciéon tanto como

desearamos. De hecho, la solucién de la ecuacién es, aproximadamente, X =0,5671432986 . A las soluciones de una

ecuacién también se les llama ceros de la ecuacién, con lo que al teorema de Bolzano a veces también se le conoce
como teorema de los ceros de Bolzano.

Se puede comprobar sin dificultad (jinténtalo!) que lim (—Xex +l) =1vyque lim (—XeX +1) =—0. Esto, al ser f

X—>—00 X—>+00

continua en todo R, ya nos informa de que la gréfica de la funcidon debe cortar en algin punto al eje X .

Finalmente, nos podemos preguntar por el nimero de soluciones de la ecuacién. La respuesta a esta pregunta la
obtendremos cuando estudiemos la derivada de una funcién y las propiedades de las funciones derivables.
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Consecuencias del teorema de Bolzano

Teorema de los valores intermedios

Sea f (X) una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b]. Entonces f toma todos los valores intermedios
entre f(a) y f(b). Es decir, cualquiera que sea el nimero Kk comprendido entre f(a) y f(b), existe
ce(a, b) talque f(c)=Kk.

Usando el teorema de Bolzano, la demostracion de este teorema no es dificil (éte atreverias a demostrarlo?). Otra
consecuencia inmediata y también facil de demostrar, es la siguiente proposicion.

Proposicion

si f (X) y 0 (X) son funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b] con f (a) <g (a) y f (b) > (b),

entonces existe C € (a, b) tal que f (C) =g (C)

Veamos un ejemplo de aplicacién del teorema de los valores intermedios.

Consideremos la funcidn f(X)=(1—X2)COSnX. Esta funcién es continua en todo IR por ser combinacién o

composicion de funciones continuas en todo IR . Por tanto, también lo serd en cualquier intervalo cerrado contenido
en R. Por ejemplo, puesto que f (1) = (1—12)COS(TC-1) =0y f (2) = (1—22)cos(n-2) =-3.1=-3, el teorema
de los valores intermedios nos asegura de que la funcién toma todos los valores comprendidos entre f (1) =0y
f (2) = —3. Es decir, existe C € (1, 2) tal que f (C) =k donde Kk es cualquier nimero comprendido entre 0 y —3.

Una ultima consecuencia del teorema de Bolzano es el teorema de Weierstrass, que nos da informacién sobre el

maximo y el minimo absolutos de una funcién en un intervalo cerrado. Recordemos que un numero real S € [a, b]

es un mdximo absoluto de f en [a, b] si f (X) <f (S), sea quien sea X € [a, b] . Andlogamente, un nimero real
te[a, b] es un minimo absoluto de f en [a, b] si f (t)S f (X), sea quien sea X € [a, b].

Teorema de Weierstrass

Si f (X) es continua en [a, b] , entonces tiene un maximo y un minimo absolutos en ese intervalo. Es decir, existen
sendos nimeros, S y t, del intervalo [a, b] para los cuales se cumple que f (t) <f (X) <f (S), sea quien sea

Xe[a, b].SiIIamamos M = f(S) ym=f (t) , entonces M < f(X)S M , para todo Xe[a, b].

El teorema de Weierstrass viene a decir que todos los valores de f (X) estdn comprendidos, naturalmente, entre M

y M, que son las imagenes, respectivamente, del minimo absoluto y del maximo absoluto.
2

X
Como ejemplo, consideremos la funcién f (X) = ol Como el denominador no se anula tenemos Dom f =R .
+ X

Nos podriamos preguntar, por ejemplo, por el maximo y minimo absolutos en el intervalo [—1, 1] . Es facil darse cuenta

2

de que f (X) = T >0 paratodo XeR. Perocomo f (0) =0, entonces el minimo absolutoes X=0,y m=0.
+ X

2

Supongamos ahora existe X € [—1, 1] tal que

1
> > 5 Entonces 2X° >1+X* = X* >1, lo cual es imposible pues

1+ X
—1<x<1.Entonces f (X) <1/2, paratodo X € [—1, 1] .Como f (1) =1/2, entonces el méximo absoluto es X =1

y M =1/2. Asi pues, podemos escribir f ([—1, 1]) = [O, 1/2] o, lo que es lo mismo, Im f = [0, 1/2]
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